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1. INTRODUZIONE 


In questo seminario ho raccolto alcuni risultati relativi all'esistenza, uni 
cità e regolarità di soluzioni (locali) di problemi di Cauchy per equazioni di evo 
luzione semilineari di ordine superiore al primo, in spazi di Banach. Si tratta di 
risultati che vanno dalla seconda metà degli anni '70 a oggi. Appare chiaro che 
tra i fattori che dettero impulso a queste ricerche c'è i] lavoro [P] nel quale si 


considerava il problema di Cauchy 


u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)) t> 0 


sotto l'ipotesi principale che A fosse generatore infinitesimale di un semigruppo 

Co t + S(t), con S(t) operatore compatto Wt>0. In [P] si dimostra l'esistenza lo 
cale della soluzione "mild' di (1.1) quando f è continua; inoltre si dimostra che 
se f è hòlderiana in entrambi gli argomentie Sè un semigruppo analitico, allora co- 


gni soluzione "mild" di (1.1) è soluzione "classica". 


N.B.: Gli aggettivi "mild", "classica", "stretta" attribuiti a soluzioni di proble- 
mi di Cauchy per equazioni di evoluzione stanno a indicare rispettivamente 
che: 

- la funzione è continua, ed è soluzione dell'equazione integrale corrispon- 
dente (soluzione "mild"); 

- la funzione è soluzione per t>0 e tende ai dati iniziali per t+0 (soluzio- 
ne classica) 


- la funzione è 


soluzione fino a 0 (soluzione stretta). 


2. RASSEGNA DI ALCUNI RISULTATI 
STAT LI ALUUNI RISULTATI 


I risultati di Pazy furono generalizzati da Obrecht [0]. in questo lavoro 


si studia il problema di Cauchy 
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n 
LA, 6 (8) = e(tu(t),. sul (1, E tt) 
aa 1° 
ul" (0) = U, h = 0... 0-1 
dove A, = ly Aree Anz1? Bo?:0*>Bne2 sono operatori chiusi in uno spazio di Banach 


X. L'ipotesi fondamentale è la parabolicità del "polinomio operatoriale" P(1) = 


n . 
Da cioè l'esistenza di P(2)} €-L(X) in un settore Sg = {pe'®; p>0, -8<g<0}, 
k=0 


Tm ‘ PI A = i A 
> <o<m, insieme con le stime IAP) I x) ss XES_, k= 0,...,N. Si suppone 


inoltre che n 2 (Ax )G 2(8;) per j=0,...,n-2, che LES p(P) tale che P(a) I 


badi n-1 n-1 
sia un operatore compatto da X a N DA, e che M DA;) sia denso in X. 
j=0 j=0 


In queste ipotesi viene provata l'esistenza locale di una soluzione "mild", 
e che se f è hélderiana in tutti i suoi argomenti, allora ogni soluzione "mild" di 
(2.1) è classica. 

In un lavoro del 1978, [TW], Travis e Webb ottennero un certo numero di ri 
sultati relativi alle funzioni coseno astratte, e ai loro generatori, e li applica 


rono allo studio di problemi del tipo 


u"(t) > Au(t) + f(t,u(t),u'(t)) 
(2,2) u(0) = 


u'(0) = 


dove, naturalmente, l'ipotesi fondamentale su A è che sia generatore infinitesimale 
di una funzione coseno astratta t+C (t). L'equazione integrale associata è 

È 
(2.3) ult) = C(t)x + S(t)y + f S(t-5)f(s,u(5),u'(5))ds 


(0) 
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dove S è la funzione seno associata a C(t) (S(t)x J C(s)x ds). Tra i risultat: 


ottenuti ci sono i seguenti: 

- se f è continua ed è lipschitziana negli ultimi due argomenti, allora esiste lc 
calmente una e una sola soluzione "mild" Y(x,y) E D(A)xX; 

- se f è cl e le sue derivate parziali sono lipschitziane negli ultimi due argo» 
menti, allora la soluzione "mild" è classica, purché y€ E (E= {yeX; t+C(t)y è 
di classe cl, è "moralmente" (e in certi casi effettivamente) (a 2%). 

In una coppia di lavori strettamente imparentati [S], [AS], viene sti 


diato il problema di Cauchy per un'equazione del tipo 
(2.4) u"(t) + Au'(t) + Bu(t) = f(t,u(t)) 


dove, per opportuni operatori As A, è A= “(At Ag)» B = A, A Si suppone che A; 


e A, generino semigruppi A nello spazio di Mb X e si LAI i dati inizia’ 
u(0) = U, €D(A, ), u'(0) = U; E X. 


Si definisce soluzione "mild" del problema ogni soluzione dell'equaz: 


ne integrale 
t 


u(t) = s,(t)u, *| 5, (t-)S,(1)(u,-Au )dr 


l [ È $ il t)S, (t-0)f(0,U(0))dodr 


( dove d; è il semigruppo generato da A; 


0, più opportunamente (v. [AS]) 


u(t) = s,(t)u ef S, (t-1)Sy(x)(u,-Au )dr 


È È 
+f f S_ (6-15, (1-0) F(0,u(0) ded 


(o) 
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Si prova, in [S], che se f è continua ed è localmente lipschitziana 
nel secondo argomento, allora esiste localmente una e una sola soluzione “mild". 
Se poi f è tale che t>f(t,u(t)) sia cé quando u€ e. e i dati sono abbastanza re 


golari, allora ogni soluzione "mild" è stretta. 


Nel secondo dei due lavori, oltre a fornire un ampio numero di appli 
cazioni vengono rilassate le ipotesi su f nel senso che la lipschitzianità rispet 
to al secondo argomento viene richiesta rispetto alle norme del grafico di certi 
operatori chiusi, che in qualche modo rappresentano ciò che dovrebbe essere (se 


f 7 Sn 
esistesse) l'operatore | AC-4B. 
In un lavoro più recente [ENS] si considera il problema 


u"(t) + Au(t) = f(t.,u(t), u'(t)) 
(2.6) 
u(0) = Up? u'(0) = U; 


dove, con opportune traslazioni e omotetie, l'equazione può diventare, senza 


alterare le proprietà di f 
(2.6) u"(t) + (btaA)u'(t) + (dtcA)u(t) = f(t,u(t), u'(t)) 


fornendo un modello per l'equazione delle onde fortemente smorzata. 

Si suppone che -A generi un semigruppo 6, (o analitico) nello spazio 
di Banach X. Inoltre posto a=0 nel caso Si e preso a e[0,1[ nel caso analitico si 
suppone che f:[O,T{ x @(A) x2D((-A)*)+ E sia localmente lipschitziana nel secon- 
do argomento rispetto alla norma di (A) e nel terzo rispetto alla norma di 
P((-A)"). Sotto queste ipotesi si prova che se UE BA) e u, € DQ((-A)), il pro 
blema (2.6) ha localmente una e una sola soluzione "mild". i 

E' ovvio che questa breve rassegna vuole solo indicare alcuni risul- 


tati, senza la minima pretesa di completezza, nemmeno se ci si limita ai proble- 


mi indicati nelle prime righe del seminario. In particolare non ho tenuto conto 
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di lavori, anche interessanti, che siano animati da un diverso spirito. Un esem 
pio recentissimo è il lavoro [GT] dove si studia la regolarità, in scale di spa 


zi di Hilbert, di un problema del tipo 


u"(t) + au'(t) + Au(t) + g(t.,u(t)) = f(t) 


u(0) = ug: u'(0) = u; 


3. UN RISULTATO DI REGOLARITA' HOLDERIANA 


In questo paragrafo esporrò un risultato di esistenza unicità e re- 
golarità per soluzioni strette del problema di Cauchy per un'equazione semilinea 
re del secondo ordine, ottenuto in collaborazione con Favini (v. [FV]). 

Sia X uno spazio di Banach complesso e siano A, e A, generatori infi 
nitesimali di semigruppi analitici in X. 


Consideriamo il problema di Cauchy 


Go ADE - ALJUCE) = F(t,u(t) su (t)) 
(3.1) u(0) = U 
u"(0) = U 


dove f:[0,T] xD(A_) x X > X è un'assegnata funzione e 0<T<+o, Siamo interessati 


a cercare soluzioni strette di (3.1), cioè funzioni u:[0,T] + (A) tali che: 


uEC(LO,T]: 2A) © CH1O,TI; x) 


u' - AUEC(LO,T]; DIAM CH O,T]: x) 
(3.2) 


l'equazione differenziale è soddisfatta su [O0,T] 


valgono le condizioni iniziali 
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E' evidente che da (3.2) segue la condizione necessaria 
, - D7) ? 
(3.3) uf 2(A) u] AU, € (A) 


In realtà, dato che tra le condizioni su f ci sarà la regolarità hòl 
deriana delle derivate di f rispetto alle variabili spaziali, si sono cercate so 
luzioni con "regolarità massimale", cioè soluzioni ue c'([0,T], DAI) 9 
ncel:® (10,11; X) tali che u'-A_UEC(1O,T]; (A) 0Ct** (10,71; X). Questa richie 
sta sulla regolarità delle soluzioni ha per conseguenza una condizione più onerosa 
di (3.3) sui dati iniziali. 


In effetti, sfruttando risultati d'interpolazione, si ottiene: 


Lemma. Se A è un generatore infinitesimale di un semigruppo analitico 
in uno spazio di Banach X, allora l'applicazione u>(u(0), u'(0)) è suriettiva da 
c9CrO,T1: 2(AY) MCT *C1O,T]; x) su Q(AX(K3AA)), 

In particolare, se u è soluzione di (3.1) con la regolarità richiesta 
si avrà, oltre a (3.3), che u].3 u'(0) e (X, ZA 6,0 e posto v = u'-AU eC°((0,T]; 
ZIA) ME>®(1O,TI3K), si ha A (u,-Azu,) + f(O,u ,u,) = v'(0) e (A 2(A,)) 


1 00 
Tenuto conto di queste condizioni necessarie, formuliamo il seguente 


0, 


Teorema. Sia  X uno spazio di Banach e A; (j = 0,1) generatore in- 
+ 
finitesimale di un semigruppo analitico. Sia TeR e f:[0,T]x D(A* X+X% una 


funzione. Fissato 8 €]0,10 supponiamo che 


(a) Us E DA)» u Ago E 2(A,)» uc (x, 2A 6 9 


9° 


A, (u, 


(b) W(t,u,v) e [0,T] x 2(A,) x X esistono 


apf(t,u,v) e L( DA» ha agf(t,u,v) e L(X) 


(e) vreR'ak(r)eR' tale che se s,t [0,7] , 


Ao) + f(0,u 30; ) € (X 2(A,))g, 0° 


usw ED(AY Vv: Z EX e max{|ul] ZA) bl ga ) 
of* lo) 


Ipo il $ r_ si abbia 
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max{|f(s,u,v) - f(t,w,2)],> 


lagf(ssusv) - agf(t.W,2)1 DA)” 


123f(s,usv) i agf(t,w,2)]j} = 


K(r)(]s-t]® + |u-w] an) 21, 
(o) 


+ 
Allora are R tale che rar, 3T(r)€]0,T] e un'unica soluzione u di (3.1) su 
[O,T(r)] tale che 


ue C'(FO,T(r)] 3 2A) MC! L0,T(1) 15%) 
u'-AUE CACTO,T(1) 15 2A, ))N ETA 10,T(1) 13%) 


max{|ul s , ]u'-AUI A bar. 
Cc ([O,T(r)], 2(A,)) C(CO,T(r)];x) 


Cenno di dimostrazione 


Dal lemma si deduce l'esistenza di vec*1o,t1; 2(A,)) Mc! >®t0,11;x) ta 
0 
= - ! = - j e 
le sm y(0) U; AU? v'(0) A (u, ALU) + f(0,u sU)) e di $EC ([0,T]; (A) N 
NC ([0,T],X) tale che g' = Ad + y con g(0) = u, € (quindi) $'(0) = U 
Denotando con c° il sottospazio di e formato dalle funzioni nulle in 


0, si definisce una funzione F su COLO,TI:; 2(A,)) x CO(10,T1;X) mediante 
(F(W3z))(t) = F(E,M(E)+9(t), Z(E)Ap(E)+A w(t)+A_6(t)) 


e sfruttando la regolarità di f si prova che F(w,z) € C°([0,T1;X) e F è (localmen 
te) lipschitziana rispetto alle norme ovvie. 
Successivamente si prova che u:[O,T(r)] + X è soluzione di (3.1) con 


la regolarità richiesta se e solo se u = d + So) h dove 


1 
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È 
(S.8)(t) = f exp(t-9)A,)F(5)ds 
J ‘0 È 
e h è soluzione nella sfera chiusa di centro 0 e raggio r in CÈ(10,T}:%) dell'e- 
quazione 


= N A - 4 
(3.4) h = F(S STUD SM) + 10 ) 


n 
Si prova che se la norma di S, (in £(C([0,T(r)];X)), e quindi anche in 

«(ch t0,7(r)1;X)) e quindi anche in L(C8(10,T(r)13X))) è piccola, all'equazio- 
ne (3.4) si può applicare il teorema dal punto fisso. In particolare ciò avviene 


se T(r) è piccolo. 
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